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概 要
Seiberg-Witten方程式のある変種, Pin−(2)モノポール方程式を導

入し, それを用いることで4次元多様体の局所係数交叉形式に対する制
約が得られることについて解説する. 得られる制約は2種類あり, 一つ
目の制約は定値な局所係数交叉形式に関する Froyshov の定理のアナ
ロジーである. もう一つは古田幹雄氏による10/8不等式の局所係数版
である. これらの応用として, Rohlinの定理と 10/8不等式を破らない
nonsmoothable なスピン多様体を構成できる.

1. 序
ゲージ理論の4次元トポロジーへの応用は, 1980年代初頭に, 定値 (定符号)交叉

形式に関するDonaldsonの定理 [3]によって華々しくその幕を上げた. それは, 滑

らかな閉 4次元多様体の交叉形式が定値であるなら標準的なもの (すなわち対角

形式)に限るという鮮やかな定理であった. 証明には SU(2)インスタントンのモ

ジュライ空間が使われ, コンパクトでないこの空間の end の解析と, ゲージ変換

群の作用の商特異点である可約な解の存在が重要なポイントであった.

Donaldsonの定理は, 程なく, Fintushel-Stern[6]によって, 構造群がより小さい

SO(3)インスタントンのモジュライ空間を用いても証明できることが知られた. 彼

らの証明においても, 可約な解 (この場合U(1)特異点であるもの)の存在が重要な

ポイントであった.

最近, K. Froyshov[7]はDonaldsonの定理のある局所係数版を証明した. すなわ

ち, 滑らかな閉 4次元多様体の局所係数交叉形式が定値であるなら標準的なもの
に限るという形の定理である. (Froyshov はより一般に境界のある状況で彼の結

果を定式化している.) そこではSO(3)インスタントンのモジュライ空間が用いら

れるが, Fintushel-Stern[6]のときとは別の種類の可約解(Z/2特異点であるもの)

が効果的に使われている.

また, Donaldsonの定理は, “もう一つのゲージ理論”, Seiberg-Witten理論でも

示すことができた ([13, 17]参照). このことは, Donaldson理論とSeiberg-Witten

理論の「等価性」を示唆する現象のひとつであった.

本稿では, 上述の Froyshovの定理の類似物をSeiberg-Witten理論によって示す

ことができることを解説する. (文献は [15].) より正確には,通常のSeiberg-Witten

方程式が直接用いられるわけでなく,そのある変種, Pin−(2)モノポール方程式が

導入され用いられる.
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主結果を述べるために, いくつかのものを準備しよう. Xを滑らかな連結有向

閉 4次元多様体とする. X の二重被覆 X̃ が与えられたとし, l = X̃ ×{±1} Z を,

ファイバーが Z である同伴束とする. すると l を係数束とする局所係数コホモロ

ジー H∗(X; l) を考えることができる. 係数束として l ⊗ l = Z であるので, 次の

形のカップ積が考えられる:

H2(X; l) ⊗ H2(X; l) → H4(X; Z) = Z.

これは H2(X; l)/torsion上のユニモジュラーな二次形式 QX,l を誘導する. bq(X; l)

を l係数の q次ベッチ数とする. すなわち bq(X; l) = rankHq(X; l)/torsion. 通常

の Z係数のベッチ数は bq(X) と書く. また, 係数束の短完全列,

0 → l
·2
→ l → Z/2 → 0,

が次の長完全列を誘導することに注意する.

· · · → Hq(X; l)
·2
→ Hq(X; l) → Hq(X; Z/2) → Hq+1(X; l) → · · · .

特に, mod 2 reduction, H2(X; l) → H2(X; Z/2)が定義されている.

さて, 次が主結果である:

定理 1.1 ([15]). Xを滑らかな連結有向閉 4次元多様体とする. l → XをX上の

非自明なZ束とし, 次を満たしていると仮定する.

(1) l係数交叉形式 QX,l は定値である.

(2) λ = l ⊗ R としたとき, w1(λ)2 は H2(X; l) のトーションに持ち上がる.

このとき QX,l は対角形式と同型である.

注意 1.2. 前述のFroyshov[7]の定理は一般に境界付き多様体に対する結果である

のだが, 系として閉多様体の場合には次のことが分かる：「滑らかな連結有向閉

4次元多様体Xが b+(X) + dimZ/2 torsion(H1(X; Z)) ⊗ Z/2 ≤ 2を満たすとする.

l → XをX上の非自明なZ束としたとき, l係数交叉形式 QX,l が定値であるなら

ば, QX,l は対角形式と同型である.」これを定理 1.1と比較してみてほしい.

定理 1.1の証明には前述のPin−(2)モノポール方程式を用いるのであるが, Don-

aldsonの定理のSeiberg-Witten方程式を使った証明と平行である. ほとんど方程

式を取り換えるだけで自然に示せると言ってよい.

Seiberg-Witten方程式は 4次元多様体の Spinc構造の上に定義される方程式で

あった. 古田幹雄氏 [9]によってSpinc構造のある拡張 (あるいはPin−(2)版と言う

べきもの)である Spinc
−-構造が定式化された. Pin−(2)モノポール方程式は,一言

で言うならば, Spinc
−-構造上に自然に考えられるSeiberg-Witten方程式のPin−(2)

版である.

Pin−(2)モノポール方程式の解のモジュライ空間は, Seiberg-Wittenのモジュラ

イ空間と同様に, コンパクトであることがわかった. すると, 古田幹雄氏の有限次



元近似を用いる議論を真似ることにより, 古田氏のいわゆる 10/8不等式 [8]の局

所係数版が得られる.

定理 1.3 ([15]). Xを滑らかな連結有向閉 4次元多様体とする. X上の Z束 l で

w1(λ)2 = w2(X) を満たすものに対して, 次の不等式が成り立つ.

b+(X; l) ≥ −
sign(X)

8
.

定理 1.1や定理 1.3の応用として,滑らかな多様体に対して既に知られている制

限を破らない nonsmoothable な多様体を構成することができる. スピンの場合を

考えよう. 滑らかな 4次元スピン多様体に対しては, Rohlinの定理と上述の古田

氏の10/8不等式が基本的である. Rohlinの定理は4次元閉スピン多様体の符号数

は必ず 16の倍数であるというものだった. 一方, 古田氏の定理は, 交叉形式が不

定値である4次元閉スピン多様体 X は必ず不等式

b2(X) ≥
5

4
| sign(X)| + 2, (1.4)

を満たすというものであった. 古田氏の定理は b1(X) ≥ 1 の場合に古田氏と亀谷

幸生氏 [10]によって精密化がされており, (1.4)より強い不等式が成立することが

あることが示されている. この精密化された不等式を強い10/8不等式と呼ぶこと

にする.

定理 1.5 ([15]). nonsmoothable なスピン閉4次元多様体であって,符号数が16で

割り切れ, 強い10/8不等式を満たすものが存在する.

定理 1.5の証明は難しくない. M を T 4あるいは T 2 × S2とすると, M 上の

任意の非自明な Z束 l′ → M に対して b2(M ; l) = 0, w1(l
′ ⊗ R)2 = 0が成り立

つことに注意する. また V を単連結な 4次元位相多様体で, その交叉形式QV が

even で定値であり, sign(V )が 16の倍数であるものとする. 十分大きな整数 kを

とり, X = V #kMが強い 10/8不等式を満たすようにする. l = Z#kl′とすると,

QX,l = QV , w1(l ⊗ R)2 = 0となる. もしXが滑らかであったとすると定理 1.1に

よりQX,l = QV は対角形式でなければならないが, これは矛盾である.

ここでは定理 1.1を使い構成したが, 定理 1.3を用いても同様の例を構成でき

る. また, スピンでない nonsmoothable な多様体も構成することができる.

以下, 本稿の構成は以下のとおりである. §2でSpinc
−-構造とPin−(2)モノポー

ル方程式について解説し, §3で定理 1.1の証明のあらましを述べる. §4 では今後

の展望として, いくつか期待される予想や今後考えるべき問題について述べる. 定

理 1.3の証明については紙数の関係から割愛した. 解説 [16]あるいは原論文 [15]

を参照されたい.

2. Spinc−-構造とPin−(2)モノポール方程式
2.1. 群Spinc

−(n)

Pin−(2)を, 四元数の単元たちのなす群 Sp(1)の中で, U(1)と jとのよって生成

される部分群とする. すなわち Pin−(2) = U(1) ∪ j U(1) ⊂ Sp(1) ⊂ Hであ



る. すると 2対 1の準同型写像 ϕ0 : Pin−(2) → O(2)で, z ∈ U(1) ⊂ Pin−(2)を

z2 ∈ U(1) ⊂ O(2)に写し, jを鏡映
(

1 0

0 −1

)

,

に写すものがある.

次の定義をおく: Spinc
−(n) = Spin(n) ×{±1} Pin−(2).

すると次の完全列が得られる.

1 → {±1} → Spinc
−(n) → SO(n) × O(2) → 1.

2.2. Spinc
−-構造

上のSpinc
−(n)を用いSpinc構造の定義を真似てSpinc

−-構造を以下のように定義

する. Xを滑らかなn次元有向多様体としよう. X上にリーマン計量を一つ固定

し, F (X) を SO(n)接枠束とする. またX上に主O(2)束 E が与えられたと仮定

する.

定義 2.1. (X, E)上のSpinc
−-構造とは, 主SO(n)×O(2)束 F (X)×X E のある主

Spinc
−(n)束への持ち上げである. これは次のデータ (P, τ)によって与えられる：

主Spinc
−(n)束 P , そして束の同型写像 τ : P/{±1} → F (X) ×X E.

次は基本的な命題である.

命題 2.2 ([9]). (X, E)上にSpinc
−-構造が存在することの必要十分条件はw2(TX) =

w2(E) + w1(E)2である.

λ = det Eとするとw1(E) = w1(λ)である. 以下では, O(2)束Eとして, 局所系

lと次のように関係するものを考える.

λ = det E = l ⊗ R. (2.3)

E が (2.3) を満たしているとき, l 係数で考えた E のオイラー類を c̃1(E) ∈

H2(X; l)とする. Froyshov[7]はこれを twisted 1st Chern class と呼んでおり,

次のことを観察している.

命題 2.4 ([7]). det E ∼= λであるようなO(2)束Eの同型類は c̃1(E) ∈ H2(X; l)で

分類される. また c̃1(E)のH2(X; Z/2)への mod 2 reduction は w2(E) である.

以下, n = 4 に話を限定する. まずSpinc
−(4) = (Sp(1) × Sp(1)) ×{±1} Pin(2)で

ある. Spinc
−-構造上にクリフォード積,そしてディラック作用素を定義するために,

Spinc
−(4)加群 HT , H+, H− を導入する. これらはベクトル空間としては四元数

のなす空間 H に同型だが, [q+, q−, u] ∈ Spinc
−(4) = (Sp(1)× Sp(1))×{±1} Pin(2)

の作用が次のように与えられる:

HT ∋ v 7→q+vq−1
− ,

H± ∋ φ 7→q±φu−1.



ここで v, q±, u, φの積は四元数の積である. すると, 同伴束 P ×Spinc
−(4) HT は

接枠束 F (X) に同型である. また, Spinc
−-構造の正負のスピノル束 S+, S− が

S± = P ×Spinc
−(4) H± で定義される.

2.3. クリフォード積とディラック作用素

クリフォード積 ρ : Ω1(X) × Γ(S+) → Γ(S−) が次のSpinc
−(4)同変写像から誘導

される: ρ : HT × H+ → H−, (v, φ) 7→ v̄φ. 後々の構成のためには, この ρ の “ね

じれた複素化”が必要になる. まずSpinc
−(4)は二つの成分を持ち,単位元成分G0

はSpinc(4)に同型なことに注意する. ε : Spinc
−(4) → Spinc

−(4)/G0
∼= {±1} を射

影とすると, 同伴束 P ×ε R は λ = det E と同型となる. さて, C にSpinc
−(4)を

εを通じて複素共役で作用させよう. Spinc
−(4)同変写像ρ : HT ⊗R C × H+ → H−

を (v ⊗ a, φ) 7→ v̄φā で定義すると次のようなクリフォード積(の “ねじれた複素

化”)が誘導される.

ρ : Ω1(R ⊕ iλ) × Γ(S+) → Γ(S−).

O(2)束E上にO(2)接続Aが与えられたとすると, これとリーマン計量から定

まるレヴィ・チビタ接続から, Spinc
−(4)束P上にSpinc

−(4)接続Aが誘導される.

この接続Aと上記のクリフォード積を用いてディラック作用素

DA : Γ(S+) → Γ(S−),

が定義される. A′を別のO(2)接続とすると, a = A − A′はΩ1(iλ)の要素であり,

これらのディラック作用素には次の関係がある: DA+aφ = DAφ + 1
2
ρ(a)φ.

2.4. Pin−(2)モノポール方程式

Pin−(2)モノポール方程式を定義するためには,もう一つ, 次のような二次写像が

必要である. x = [q+, q−, u] ∈ Spinc
−(4) を四元数の虚部 im H に im H ∋ v 7→

ε(x)q+vq−1
− で作用させると, この作用によるP の同伴束について Γ(P ×Spinc

− (4)

im H) ∼= Ω+(iλ) である. すると, 対応 φ ∈ H+ 7→ φiφ̄ ∈ im H はSpinc
−(4)同変と

なるので, 次の写像が誘導される：

q : Γ(S+) → Ω+(iλ).

AをO(2)束E上のO(2)接続全体のなす空間とする. するとPin−(2)モノポー

ル方程式は, (A, φ) ∈ A× Γ(S+)に対し, 次で定義される方程式である.

{

DAφ = 0,

F+
A = q(φ).

(2.5)

2.5. Seiberg-Witten方程式との関係

先に進む前に, Pin−(2)モノポール方程式はXの二重被覆上の Seiberg-Witten方

程式と関係することについて説明したい. (P, τ)を (X, E)上のSpinc
−構造とする

と, P を Spinc
−(4)の単位元成分G0で割った空間 X̃ := P/G0 は X の二重被覆



を与え, X̃ ×{±1} R ∼= det Eという関係がある. また G0 はSpinc(4)に同型であっ

た. すると P は X̃ 上のG0 = Spinc(4)束と思うことができ,これは X̃ 上のSpinc

構造を定めることがわかる.

J := [1, 1, j] ∈ (Sp(1) × Sp(1) × Pin−(2))/{±1} = Spinc
−(4)のP への作用を

考えると, これは X̃ の被覆変換 ι : X̃ → X̃ を被覆している. J 作用は P のバ

ンドル同型を与えるわけではないが, X̃に誘導されたSpinc構造のスピノル束と

determinant line bundle 上には反線型な対合 Iを誘導することが示せる.

すると, 標語的に言って, X 上の Pin−(2)モノポール理論は X̃ 上の Seiberg-

Witten理論の I不変部分に等しいことがわかる. 実際, X上の Pin−(2)モノポー

ルのモジュライ空間は, X̃上のSeiberg-Wittenモジュライの I不変部分と同一視

することができる. したがって, IはSeiberg-Witten理論上のある種の実構造と思
うことができ, Pin−(2)モノポール理論は実の Seiberg-Witten理論と見ることが

できる.

注意 2.6. Tian-Wang[20]はケーラー多様体が実構造を持つ場合に実のSeiberg-

Witten不変量を定義し考察している. 彼らの定式化は我々のものと良く似ている

が, Spinc構造の上の対合 Iとして, ケーラー多様体の実構造を組み合わせたもの

を用いている点が異なる.

2.6. ゲージ変換群

Pin−(2)モノポール理論のゲージ変換群は次で与えられる：

G = Γ(X̃ ×{±1} U(1)).

ここで{±1}のU(1)への作用は複素共役によって与えられる.

g ∈ Gの (A, φ) ∈ A × Γ(S+)への作用は, g(A, φ) = (A − 2g−1dg, gφ)で与えら

れ, Pin−(2)モノポールのモジュライ空間MはPin−(2)モノポール方程式の解の

G同値類全体のなす空間として定義される.

注意 2.7. Seiberg-Witten理論におけるゲージ変換群はGSW = Map(X̃, U(1))で

あった. ιを X̃の被覆変換として, GSWの上に対合 IをGSW ∋ u 7→ ι∗uで定義する

と, G0
∼= (GSW )Iが成り立つ. ここで ·̄ は複素共役を表す.

c̃1(E) = 0のときE ∼= R ⊕ λとなるが, このようなO(2)束Eを持つSpinc
−構造

はSpinc
−(4)束PがSpin(4)×{±1} {±1,±j}束に還元することがわかる. これに伴

いこの場合はゲージ対称性が大きくなりゲージ変換群は

G′ = Γ(X̃ ×{±1} Pin−(2))

となる. ここで {±1}のPin−(2) = U(1) ∪ j U(1)への作用は, U(1)へは複素共役

で, jには自明な作用として与えられる.

注意 2.8. 定理 1.3の証明では大きな対称性G′を持つことがキーポイントである.



2.7. モジュライ空間

Pin−(2)モノポールのモジュライ空間を次のように次のように定義する.

M = { (2.5)の解 }/G.

Seiberg-Witten方程式のときと同様にしてMはコンパクトであることを示す

ことができ, その仮想次元dは次で与えられる.

d =
1

4
(c̃1(E)2 − sign(X)) − (b0(X; l) − b1(X; l) + b+(X; l)). (2.9)

2.8. 可約解

x = (A, φ) ∈ A × Γ(S+)について, φが 0切断でないときG作用は自由である. G

作用が自由でないとき, すなわちxが (A, 0)の形のとき可約であるという. (A, 0)

の固定部分群は, {±1} ⊂ G = Γ(X̃ ×{±1} U(1))(定数切断)である. E = R ⊕ λの

時はゲージ対称性がG′に大きくなるが,このときAが平坦であれば固定部分群は

定数切断 j ∈ G′で生成されるZ/4になる. Mの中で, 可約な解のG同値類は (も

し可約解が存在すれば)b1(X; l)次元のトーラスT b1(X;l)を形成する.

3. 定理 1.1の証明のあらまし
定理 1.1の証明の方針は, Pin−(2)モノポールのモジュライ空間を用いて, 局所係

数交叉形式QX,lの特性元に対してある不等式を示し, 次のElkiesの定理に持ち込

むというものである.

定理 3.1 (Elkies[4]). L ⊂ RnをZ上のユニモジュラーな格子とする. Lの全ての

特性元wが不等式 |w2| ≥ n = rankLを満たすなら, L ∼= Znである.

注意 3.2. w ∈ Lが特性元であるとは, 任意の v ∈ Lに対して v · v ≡ v · w mod 2

が成り立つことであった.

以下, 簡単のため b1(X; l) = 0を仮定する. 定理 1.1の仮定のもとでは, X上の

Spinc
−-構造に対し, c̃1(E)がQX,lの特性元を与えることがわかる. (これは c̃1(E)

の mod 2 reduction がw2(E)であることと,命題 2.2からわかる.) b+(X; l) = 0の

とき (すなわちQX,lが負定値のとき), QX,lの特性元 c̃1(E)に対し, 不等式 |w2| ≥ n

に相当するのは |c̃1(E)2| ≥ b2(X; l)であり, 後述のようにこれはdimM ≤ 0と同

値であることがわかる. さらに, 以下で見るように, 全てのX上のSpinc
−-構造に

対しdimM ≤ 0を示すことができる. 最後にX上のSpinc
−-構造を動かすことで

全てのQX,lの特性元に対し目的の不等式を示すことができる.

3.1. b+(X; l) = 0のときのMの構造

不等式 d = dimM ≤ 0を示すためにMの構造を調べる. b+(X; l) = 0かつ

b1(X; l) = 0のとき, M内で可約解のゲージ同値類が唯一つ存在する. これを ρ0

とする. Pin−(2)モノポール方程式を (Seiberg-Witten方程式のときと同様のやり

方で)摂動することにより, M\ {ρ0}はd次元の多様体となる. またρ0はM内で



Z/2特異点となり, ρ0の小さな近傍N(ρ0)を取ると, それはRPd−1の錐の形をし

ていることがわかる. したがって, MをM\ N(ρ0)の閉包とすると, それは境界

がRPd−1のコンパクトd次元多様体である.

さて, B∗ = (A× (Γ(S+) \ {0}))とおく. するとM = M\ N(ρ0) ⊂ B∗である.

このとき次がわかる.

命題 3.3. B∗はRP∞×T b1(X;l)とホモトピー同値である.

Seiberg-WittenのときにはB∗
SWはCP∞ ×T b1(X)とホモトピー同値であった. 命

題 3.3のheuristicな説明はB∗ ∼= (B∗
SW )Iである.

命題 3.3を用いて次を示そう

補題 3.4. b+(X; l) = 0かつ b1(X; l) = 0のときd = dimM ≤ 0.

証明. d > 0を仮定する. Mは∂M = RPd−1であるコンパクトd次元多様体であっ

た. 一方, コホモロジー類 C ∈ Hd−1(B∗; Z/2) ∼= Hd−1(RP∞; Z/2)で 〈C, [∂M]〉 6=

0となるものがあることがわかるので, これは矛盾である.

さて, 任意の Z束に対し sign(X) = b+(X; l) − b−(X; l)であることに注意し,

(2.9)を見ると, b+(X; l) = 0かつ b1(X; l) = 0のときd ≤ 0は次と同値である.

b2(X; l) ≤ |c̃1(E)2|.

これが示すべき不等式であった.

4. 今後の展望
これまでPin−(2)モノポール方程式とその交叉形式への応用について解説してき

たが, この節ではその後の研究の進行状況や期待される予想, 今後考えるべき問

題について述べたい. 現時点で (2011年 7月末現在), 本節に書かれた事柄で完全

に確立されたものは (Pin−(2)モノポール不変量がきちんと定義されることを除い

て)無いと言ってよいが,ほぼ間違いなく成立すると思われるが細かいチェックが

済んでいない事柄を「定理」「命題」等, 括弧付きで記すことにする. 講演の日ま

でにこれらを本当の定理や命題として紹介できるようにしたいと考えている.

4.1. Pin−(2)モノポール不変量

Seiberg-Witten不変量と全く同様にして, Pin−(2)モノポール不変量を定義するこ

とができる. Seiberg-Witten不変量は整数値の不変量だったが, Pin−(2)モノポー

ル不変量は多くの場合Z/2に値を取る不変量になる. (モジュライの次元が0で向

き付け可能な場合のみ整数値の不変量が定義できる.) 4次元多様体Xとその上の

Spinc
−-構造 cに対して, Pin−(2)モノポール不変量を

SWPin(X, c)

と書くことにする. Spinc
−-構造 cが与えられると X の二重被覆 X̃ とその上の

Spinc構造 c̃が定まった. (§2.5参照) (X̃, c̃)に対する通常のSeiberg-Witten不変量



を SW(X̃, c̃)と書くことにすると, SWPin(X, c)と SW(X̃, c̃)は次のような関係式

で結ばれることが期待される.

「定理」 4.1.

SW(X̃, c̃) =
∑

c

SWPin(X, c) mod 2.

但し, cは c̃に持ち上がるようなSpinc
−構造を動く.

0でないPin−(2)モノポール不変量をもつ例としてEnriques曲面Eが考えられ

る. Eの普遍被覆をK → Eとすると, これは二重被覆でありKはK3曲面であ

る. この二重被覆K → Eに同伴するZ束を lとしよう. またλ = l ⊗ Rとしよう.

c0を, 同伴するO(2)束がR⊕λであるようなSpinc
−-構造とする. すると c0から誘

導されるK3曲面K上のSpinc構造 c̃0はKの複素構造から決まる標準的なSpinc

構造 c̃0であることがわかる. さてSW(K, c̃0) = ±1であった. 次が成り立つと考

えられる.

「命題」 4.2.

SWPin(E, c0) 6= 0 ∈ Z/2

Seiberg-Witten不変量の安定コホモトピー版であるBauer-Furuta不変量 [2]の

対応物を Pin−(2)モノポールで定義することもできる. この Pin−(2)モノポー

ルの安定コホモトピー不変量を BFPin(X, c)と書くことにする. さて二重被覆

K#K#K → E#Kを考えよう. 通常のBauer-Furuta不変量について

BF(K#K#K, c̃0#c̃0#c̃0) 6= 0

が知られている [1] . これに対応して次が成り立つと考えられる.

「命題」 4.3.

BFPin(E#K, c0#c̃0) 6= 0

これは比較的標準的な貼り合わせ公式である. 一方, 古田幹雄氏によって観察

された次はこれより幾分非自明である.

「命題」 4.4 (古田幹雄氏による).

BFPin(E#E, c0#c0) 6= 0

E#Eの二重被覆X̃は二つのKを二箇所で連結和を取ったものになる. 別の言葉

で言うと X̃はK#K#(S1 ×S3)と微分同相である. これに伴い b1(E#E; l#l) = 1

となり, Pin−(2)モノポール写像は S1上の族の間の写像となる. これは Seiberg-

Wittenでは見られなかったPin−(2)モノポールの貼り合わせに特有な現象である.



4.2. 埋め込まれた曲面の種数の評価

Seiberg-Witten方程式の幾何的な応用の一つとしてThom予想の肯定的解決など

4次元多様体に埋め込まれた曲面の種数の評価があった ([11, 14, 18]). Pin−(2)モ

ノポールを用いて同様の考察をすると, やはり同様の種数の評価ができると考え

られる. Seiberg-Wittenでは埋め込まれた向き付けられた曲面の種数が評価でき

たわけだが, こちらの場合には埋め込まれた向き付け不可能な曲面の種数が評価
できるものと思われる.

Xを閉4次元多様体とし,非自明なZ束 l → Xが与えられたとしよう. すると l

係数の 2次のホモロジー類α ∈ H2(X; l)は, ある場合には次のような埋め込まれ

た曲面Σで実現されることがわかる：

• Σは連結で向き付け不可能な曲面でXに埋め込まれている. 埋め込み写像

を i : Σ → X としよう.

• Σ の向きの局所系は lの iによる引き戻し i∗lと同一視できる.

• 誘導準同型を i∗ : H2(Σ; i∗l) → H2(X; l)とすると, α = i∗[Σ]である. 但し,

[Σ]はH2(Σ; i∗l)に定まるΣの基本類を表す.

このような状況で, Σの種数 g(Σ)について次が予想できる：

予想 4.5. EをX上のO(2)束であって上の lに対しdetE = l⊗Rが成り立つものと

する. (X, E)上のSpinc
−-構造 cについてSWPin(X, c) 6= 0またはBFPin(X, c) 6= 0

と仮定する. もしα · α ≥ 0ならば

g(Σ) − 1 ≥ c̃1(E) · α + α · α.

4.3. シンプレクティック多様体

シンプレクティック多様体に対しては, Seiberg-Witten不変量とGromov-Witten

不変量が等しいという著しい結果がTaubes[19]によって示されていた. これの

Pin−(2)モノポール版は何であろうか？確定的なことは現時点ではわからないが,

一つの可能性は,実構造をもつシンプレクティック多様体上の real Gromov-Witten

不変量との関係であろう. これはTian-Wang[20]によって提出された問のアナロ

ジーである.

問題 4.6. 4次元閉シンプレクティック多様体 (X, ω)に自由な対合 ι : X → X が

あって ι∗ω = −ωを満たすとしよう. このとき (X, ω, ι)の real Gromov-Witten不

変量と商多様体X/ιのPin−(2)モノポール不変量は等しいか？

4.4. その他の問題

Seiberg-Witten不変量は当初からDonaldson不変量との等価性が予想され(Witten

予想), Feehan-Lenessによってその証明が与えられた. (例えば [5]参照.) では

Pin−(2)モノポール不変量に対してはどうだろうか.



問題 4.7. Pin−(2)モノポール不変量に対応するインスタントン不変量は何か？

4次元多様体のPin−(2)モノポール方程式を1次元 reduction して3次元多様体

上で考えることも可能である. 3次元多様体のSeiberg-Witten不変量は（Turaev）

torsion 不変量と等しいことが示されていた [12].

問題 4.8. 3次元多様体のPin−(2)モノポール不変量は既存の位相不変量と関係す

るか？

Chern-Simon-Dirac 汎関数を Pin−(2)モノポールのものに取り替えることで

Floerホモロジーを定義することも可能であろう.

問題 4.9. Pin−(2)モノポールFloer理論を建設せよ.

これに関連して次の問が生じる.

問題 4.10. Heegaard Floer 理論のPin−(2)版は何であろうか？

以上, いくつかの予想や問題を書き連ねてきたが, これらの他にも試みるべき

ことは沢山あるだろうと思う. 実際, Seiberg-Witten理論で実行されたことは全

てPin−(2)モノポールで試みることが可能であろう. そのような事柄のなかには

Seiberg-Wittenのときとほとんど同じ議論で興味深い結果をもたらすものもある

かもしれない. このようなPin−(2)モノポールの可能性に今後も期待したい.
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